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 (ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ) 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΠΕΝΤΕ (5) 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α.1.Έστω δύο συναρτήσεις f ,g ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν  

• οι f ,g  είναι συνεχείς στο Δ και  

• ( ) ( )f ' x g ' x= για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ  

τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε για κάθε x Δ  να ισχύει  

( ) ( )f x g x c= + .                    ΜΟΝΑΔΕΣ 6 

Α.2. Για την συνάρτηση ( ) xf x α ,α 0=   να αποδείξετε ότι ( )x xα ' α ln α=  . ΜΟΝΑΔΕΣ 6 

Α.3. Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα     

[α ,β] του πεδίου ορισμού της ;       ΜΟΝΑΔΕΣ 5 

Α5.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας 

την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε 

πρόταση. 

α. Αν μία συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο 
0x τότε δεν  είναι 

παραγωγίσιμη στο 
0x . 

β. Αν υπάρχει το ( )
0

0
x x
lim f x κ ,  x
→

=    τότε η y=κ  είναι οριζόντια ασύμπτωτη. 

γ. Αν f (x) 0   για κάθε x , τότε η f δεν παρουσιάζει σημείο καμπής. 

δ. Έστω f μια συνάρτηση συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη σε κάθε 

εσωτερικό x του Δ. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ τότε 

( )f x 0   σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ.      ΜΟΝΑΔΕΣ 8 
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ΘΕΜΑ B 

Δίνεται συνάρτηση f με 

2

3 2

3x ,         x<0
f (x)

x 3x ,  x 0

− +
= 

− + + 
 , παραγωγίσιμη για κάθε x  , με 

x 1

f (x) 3
lim

x 1→

−


−
 . 

Β1. Να δείξετε ότι α=β=1.                                                       ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

Β2.    α. Να βρείτε την παράγωγο της f. 

β. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της f. 

γ. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

δ.   Να υπολογίσετε το 
x 2

x 3
lim

f (x) 5→

+

−
 

ΜΟΝΑΔΕΣ 10 

Β3. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

Β4. Να δικαιολογήσετε, χωρίς να τις αναζητήσετε, ότι η γραφική παράσταση της f 

δεν έχει ασύμπτωτες.                           

ΜΟΝΑΔΕΣ 1 

Β5. Να βρεθεί η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο 0x 1= −
 

(ΜΟΝΑΔΕΣ 2) και στη συνέχεια να λύσετε για x<0 την εξίσωση 
3 2f (x) f (x ) 8 6x(x 1)+ − = +   (ΜΟΝΑΔΕΣ 4) 

            ΜΟΝΑΔΕΣ 6 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται  παραγωγίσιμη συνάρτηση : (0, )f + → και α μία θετική πραγματική 

παράμετρος. Αν γνωρίζετε ότι 

• 
( )( ) ,  x>0f x axf x a e− − + =  

• 
( )( ) ,  x>0f x axg x e x+= −  

• 
0

(1) lim
x

x ax
f

x


→

−
 =  

Γ1. Δείξτε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή για κάθε x>0 (ΜΟΝΑΔΕΣ 3)  και ότι 

( ) ln ,  x>0f x x ax= −   (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)                                                   

ΜΟΝΑΔΕΣ 5 

Γ2.  Να δείξετε ότι η ελάχιστη τιμή του α>ο για τον οποίο ισχύει   

( ) 1 για κάθε x>0f x  − ισούται με 1     ΜΟΝΑΔΕΣ 5  

Για α=1 

Γ3 α. Για την συνάρτηση v με v(x)=f(x)+x-1 να βρείτε τα x για τα οποία  

( )2 4 4 21 ( ) ( 1) ( )+ +  + +v x v x v x v x      ΜΟΝΑΔΕΣ 5 

β. Για την παραγωγίσιμη  h : 1,2 → με h(1) 2= , ισχύει f (1) h (x) f (e)   για 

κάθε x [1,2] . Δείξτε ότι υπάρχει μοναδικό 0 0 0x (1,2) :  h(x ) 4x 3 = − . 

           ΜΟΝΑΔΕΣ 5 

γ. Υλικό σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της f με την τετμημένη του 

να αυξάνει με ρυθμό 2μ/s. Αν Κ η προβολή του Μ στον xx΄, βρείτε το ρυθμό 

μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΚΜ, όπου Ο η αρχή των αξόνων, 

όταν το Μ περνά από τη θέση μέγιστου της συνάρτησης f.                                       

ΜΟΝΑΔΕΣ 5 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται  συνάρτηση 0 1   με τύπο f : ( , ) [ , )+ → − + ( ) 1 2xf x ln x −= − −  

όπου είναι 0 1  ,  

Δ1. Να αποδείξετε ότι ( ) 1 2xf x e ln x ,−= − −  για κάθε 0x .    ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα των τετμημένων 

σε  δύο ακριβώς σημεία.       ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

Δ3. Αν 1 2x ,x  με 1 2x x  είναι οι ρίζες της f ,  

α. Αν ξ>0, να αποδείξετε ότι 
0 2→

+ − −
=

h

f ( h ) f ( h )
lim f ( )

h

 
  (ΜΟΝΑΔΕΣ 2)  και 

στη συνέχεια 

β.  ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2x ,x   τέτοιο ώστε 

( )
0

2 0
2→

+ − −
+ =

h

f ( h ) f ( h )
lim f .

h

 
   (ΜΟΝΑΔΕΣ 3)              

            ΜΟΝΑΔΕΣ 5 

Δ4. Να δείξετε ότι για κιάθε ( )
x x 3x

2x

x

e f (e ) f (e )
x 0 ισχύει f e

1 e

+
 

+ .  ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

Δ5. Έστω συνάρτηση 

2

 με x  και v>0x x
g( x ) e ,

v
= −   . Aν  γνωρίζεται ότι είναι 

2

0

( )
lim 1 

2vx

x

x

 

→
=  

         α. Δείξτε ότι η ελάχιστη τιμή του ν είναι το 2.               ΜΟΝΑΔΕΣ 4 

  β. Για την ελάχιστη τιμή του ν να δείξετε ότι υπάρχει  μοναδικό  ( )1,   

στο οποίο η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g είναι κάθετη της 

ευθείας ( ) : x 2y 2022 0 + − = .                     ΜΟΝΑΔΕΣ 4 
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ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 

1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο εσώφυλλο 
πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία μαθητή. Στην αρχή των 
απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το εξεταζόμενο μάθημα. 
Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μη γράψετε πουθενά στις 
απαντήσεις σας το όνομά σας. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων αμέσως μόλις 
σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν θα βαθμολογηθούν 
σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το τετράδιο και 
τα φωτοαντίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 
στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το ζητάει η εκφώνηση, και 
μόνο για πίνακες, διαγράμματα κλπ. 

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 

5. Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 

6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 10.00 π.μ. 

 

ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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